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Paradygmat

Rys. 1: Byloby najlepiej, gdyby ,.trafienie” a(w) wypadto w srodku S,
zaznaszonej szarym kolorem, ,tarczy” 7.



Glowny przedmiot wykladu:

funkcja catkowita

:C — C o ,)
Wa) = / : I , A)|7dt < oo, g0V e [f(2)] < Ke“}

<fg>=[ f0ERtdx, f.g € Ma).

Wi(a) z iloczynem skalarnym < » « > jest przestrzeniq Hilberta funkcji catkowitych
v . C — C, ktore dajqg sie zapisac w postaci y(z) = J._ Y(w)e™dw, gdzie
i = J—1 orazY € L.(—a,a).
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Fizyczne interpretacje liczb a i T sq nastepujqce: przedzial |—a,a| jest pasmem
rozpatrywanych sygnatow, zas przedzial |—t,t| — zwany przedziatem obserwacji —
wskazuje, ze norma w przestrzeni L,(—t, 1) jest miernikiem oddalenia tych sygnatow od
ich przyblizen.

Dla danej liczby dodatniej h cigg funkcyiny {S(k,h)/Jh }¢__, jest ortonormalny
w L,(—0,0) i [iniowo gesty w W(r/h).

- sin( L (z—kh) )
Coaz — S(kah)(z) = < %(z—kh)
1 jeshiz = kh.

jesliz # kh.




Jeslif € W(a), h € (0, Jr/a] te Rorazz € C to

flz) = Zf(kh)é(k h)(2). (*)

f=—0o0

W literaturze teza ( *) wystepuje czesto pod nazwq twierdzenia Kotielnikowa-Shannona,
twierdzenia Whittakera-Nyquista-Kotielnikowa-Shannona [ub twierdzenia

o probkowaniu. Dla pasma |—a,a| wyrazonego w Herzach [Hz] poprzez wartos¢
a=2nB, liczbe B [Hz] nazywamy czestotliwoscig Nyquista. Zgodnie z tezq ( *) kazdy
sygnatl o pasmie wyrazonym przez a=2nB moze byc¢ bezstratnie odtworzony z jego
probek na prostej rzeczywistej branych z czestotliwoscia co najmniej dwukrotnie
wyzszqg od jego czestotliwosci Nyquista B.



Dla danych liczb dodatnich a oraz r przyymujemy
c=dar

1 okreslamy czolowqg funkcje kulistg ¢r - [-7,7] - R

| K(t.)pu(s)ds = 2ugi(r). 1\, O dlak » o

T

Kazda funkcja ¢y zalezy w sposob ciggly od a oraz t. Ponadto, dla ustalonej
wartosci ¢ = at ma rozszerzenie do funkcji catkowitej C > z —@i(z).
Funkcje ¢ sg parzyste dla k parzystych i nieparzyste dla k nieparzystych.



Funkcje ¢ dla k= 0,1, ... sqg ortonormalne i liniowo geste w L,(—1,1).
Funkcje ¢r dla k = 0,1, ... sq ortogonalne w L,(—0, ) i liniowo geste w W(a).
Ponadlto,

0 : ) L
J1#xePax = S

Funkcje ¢ ma dokladnie k miejsc zerowych &1 < ko <...< Erp w przedziale
(—7,7). Co wigcej, miejsca zerowe Ei1,6k2, s Grk I Sre1.15 G120+ v s Chrl kb1
przeplatajqg sie, czyli

-T < Sl < Skt < Epr12 < Ck2 <ooo < Cikrrk < Sk < Errrgr1 < T.






Niech 11 E beda liczbami dodatnimi. Oznaczmy przez W(a,t) podprzestrzen L»(—t, 1) ztozona z
zawezen funkcj1 z W(a) do prostej rzeczywiste). Zdefiniuyymy tez

113, = [ 1f0Pde, Jaw ) = {f € a0« | £I3, < E.

odnotowujac, ze dla f € W(a,t) wielkos¢ ||/l %I ma fizyczna interpretacje energii sygnahu 1.
Funkcje z J(a,t, E) sa sygnatami o pasmie [—a,a] i energii ograniczonej przez E. Bedziemy
zaktadacd, ze sygnaly te sa znane jedynie poprzez wartosci operatora informacji
N: W(a,t) —» C7",

N(f) - [Ll(f)a DLn(f)]a
odzie L; sa funkcjonatami lintowymi z klasy £. Moze to by¢ np. klasa wszystkich funkcjonatow
lintowych albo klasa funkcjonaléw lintowych ciagtych.



W badaniach istotng rol¢ odgrywaja srednice aproksymacyjne (lintowe srednice
Kotmogorowa — A, srednice Gelfanda — C, srednice Kotmogorowa — d).

AH(B;-?) — iIlfSllp ”a — P;;((J)H,

P, acB
rankP, <n-1

(:}(ij-) — inf q-"up"‘{”a” L a€ B V}'-’
codilrlz(.?;’)-f:n

d,(A,F) = mf{sup inf||f—v|: Vc F dmV < n}.

acd velV



Dla wszytkich n > 1 srednice aproksymacyjne A,(J(a,t,E), W(a,t)),
C,(J(a,t,E),W(a,t))id,(J(a,t,E), W(a,t)) przyjmujg wspolng wartos¢
JEAuw1(at) . Ponadto (dlan > 1)

Span{¢)0, ¢13 cee s ¢'n—2}

jest podprzestrzeniqg eksteremalng dla srednicy Kolmogorowa
d,(J(a,t,E), W(a,t)), zas jgdra ker N, i ker N,_,sqg podprzestrzeniami
ekstremalnymi dla srednicy Gelfanda C,(J(a,t,E), W(a,t)).

Nof = [(1,60), (1), -, (f, n-1)],
Nl{f: :f(t‘jn,l),f(‘-‘jnl)a---,Lf(ﬂ;;n.n)]T




Diap = |2c¢/r]-1iqg = [2c/m]+ 1 wartosci wlasne Zp(c)'i Aq(c) spetniajg
nierownosci

1,(c) > 172, A,(c) < 172

Co wiecej, jesli k > 2c/r, to

T ( ¢ )Zk < /lk(C) < 2¢ ( €C )Zk, Ik = f( Si')l’clx dex.

20 (k + 1/2) \ 27k 22 \ 2k



Nie istnieje informacja N : W(a,t) — C" ani algorytm
p: NJ(a,r,E)) — La(-1,71)
taki, ze jego blgd
e(p) = sup |f=p(NH 2z

fedla,t,E)

spelnia nierownos¢ e(p) < ‘/Eln_ (ar).

Niech (-, +) oznacza iloczyn skalarny w przestrzeni Lo(—7, 7).



Niech algorvimy a N, (J(a,t,E))— L(-t,7)1 B : N,(J(a,7,E))— Lo(-7,7)
bedqg zdefiniowane wzorami

n—1

dN() = Db B = D Sm(f’(_'fg;“") ,
—0) =1 gn,k

gdzie wspolczynniki x 1, x>, ..., Xj s*q rozwigzaniem liniowego uktadu rownan

n

sma( i)
Z'xk ol (;_E; k :f(én:]')a ] — la"'an
n,k

Wowczas

e(a) = e(P) :JE/I”_I(ar) .



Ciekawostka:

—— n(e)loglog 1/¢

Y
a,t>0 llr(r)1+ log 1/¢ =1
log 1/¢
n(e) ~ g1/



Cel: dla sygnatéw fz J(a, 1, 1) chcemy odtworzy¢ wartosé¢ f(7o) na podstawie}’ e N(f),

N() = {F e R : 7 = [[(t +T0)ecof ( + T + AT [, < 7., K], < 6}

( : _ 1 1,1
. supi=1...|x;] dlap = oo, rtar =L ety =
Xl = < " 1/p
(Tl )" dlap <o, prps € [Loo].
% .
Blad algorytmu @: e(@,y,0) = sup Nf—o® .

YeN(f), fej(a,1)
Promien informacji: r(y,d) = infe(p,y,d).
@



Algorytm optymalny dlay = § = 0:

ﬁbo(?) — ?TM_I :‘%’}n

(stne(alt; — x)))jp=1»

sinc(a(t, —to),...,sinc(a(t, — t0)]’,

M
g

(e dlax % 0

X

simc(x) = 4
L1 dlax=0.




Dla nieujemnych i dostatecznie malych wielkosci v, 6 i dla dowolnej liczby te [0, 1],
r(y,0) spelnia nierownosci
A+O0@y?+6%) < r(y,6) < B+ 0(y?),

gdzie wielkosci A i B sq okreslone wzorami

(- L RLIpE— g
A= (1=£)r0,0) + 2aFn 7y + LIMZ| .6

3
B = 10,00+ Y0 IM Ely + Ml 0

7(0,8) = #(0,0) + |M12|,,5 + O(52).



Alternatywa dla ¢, jest algorytm interpolacj1 Lagrange’a,

n
lo—1;
A 0) = 200 vili(to), Ii(to) = —
C J

j=1, j#k

Jezeli t; = Tcos( 20 2}? * ff),j =1,...,n,to0

Iulu.-

()" J3 2
a 2 Z
e(A,,7,0) < JI’I+% m +( 3 a y+5)(]rln(n+l)+l .



Informacja catkowa:

- _ r+1";1. — — —
N(/) = {.v SRS f o SOweDdt + A, [Tl <, [[X]p < 7, lAlp, < 5}.
ety

Wpr = Wg—_lqﬁ!k_l, k = l_,...,}’f,

Jesliy = 6 = 0, to algorytm optymalny jest dany rOwnaniem

. i (1
(@) = Yy P
f=1 -




Jesli ¢ = atr = 2, to dla nieujemnych, dostatecznie matych wartosci y, 6 mamy

% (f‘(0,0) +A1aTy + BS) + 03 +62) < r(y,8) < 1(0,0) + Ara=y + BS.

Jesh Wy =.. =W, = ,/E,to B # B(a).



Inny przyktad:

b
S:A-RS() = [ Sy,

A={feCla,b]:|f(u)— f(v)

Catkujemy na podstawie zaburzonej informacji o wartosciach funkcji

< Llu — |}
podcatkowych w réznych punktach .%o, ..., t, z przedziatu [a, b].

N() = {F R : ¥ = [f(1 +T1)...f(t + T)I + A, [T, < 7. [ K]l < 6}




L

r(0,0) = (I3 + [1711),

r(7,6) = r(0,0) + L||w — v ||y + |[w + V|40 + A? — BS?,

= to —t] tg —to tn —t, 1171
w = |t1 — a, : e ,
2 2 2 ]
— _tg—tl tg—tz bp —th—1 1"
v o= , .b—1,
2 2

e

ailonied wie 0l F. — i b—a - ng g —
Najlepiej wigc wybrac¢ t; = a + (2j — 1)%*, bo woéwezas w = v.



Czotowe funkcje kuliste mozna tez wykorzysta¢ do wielokanatowej transmisji
cyfrowej charakteryzujgcej si¢ nadzwyczajng odpornoscig na zaklocenia.

[lustracja niech bedzie krotki pokaz.



Band-limited HD transmission through low quality media (Bob Johnson, Marek Kowalski, Kris Sikorski)
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